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Аннотация. Исследуется асимптотическое поведение функции цены в зада-
че управления на бесконечным горизонте с неограниченно растущем подынте-
гральном индексом, дисконтированном в целевом функционале. Задачи управ-
ления такого типа связаны с анализом трендов траекторий в моделях экономи-
ческого роста. Получено выражение свойств стабильности функции цены в ин-
финитезимальной форме. Такое представление обеспечивает совпадение функ-
ции цены с обобщенным минимаксным решением уравнения Гамильтона–Якоби.
Установлено, что краевое условие для функции цены подменяется свойством
подлинейной асимптотики. Приводится пример, иллюстрирующий построение
функции цены как обобщенного минимаксного решения в моделях экономиче-
ского роста.
Ключевые слова: оптимальное управление; функция цены; свойства стабильно-
сти; уравнения Гамильтона–Якоби; асимптотика; экономический рост

Введение

Условия стабильности играют ключевую роль в теории оптимального управления
и теории дифференциальных игр. Они позволяют находить оптимальное управление
по принципу обратной связи. Они также обеспечивают основу для разработки конечно-
разностных операторов в сеточных методах аппроксимации функции цены [1].

Условия стабильности были введены Н.Н. Красовским и А.И. Субботиным для тео-
рии дифференциальных игр [2] и обобщены в инфинитезимальной форме в теории
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негладкого анализа (минимаксные решения, вязкостные решения) уравнений в част-
ных производных типа Гамильтона–Якоби [3–7].

Статья посвящена изучению свойств стабильности в инфинитезимальной форме
для функций цены в задачах оптимального управления на бесконечном горизонте [8].
В частности, исследуется задача оптимального управления с нелинейной динамикой и
подынтегральным индексом качества, который представлен произведением дисконти-
рующего множителя и неограниченно растущей функции. Эта статья развивает иссле-
дование, начатое в работах А. Л. Багно, А.М. Тарасьева [9] и М.С. Никольского [10].
В этих статьях была показана непрерывность функции цены в задачах на бесконечном
горизонте и получены оценки параметров непрерывности по Гельдеру.

Отметим, что аналогичные задачи рассматривались в статьях Р.А. Адиатулиной,
А.М. Тарасьева [11], А.И. Субботина [3], И.Ц. Капуццо Дольчетта [12], Г. Клаассена,
А.М. Тарасьева, А. М. Кряжимского [13], А.М. Тарасьева [14].

Следует отметить, что задачи оптимального управления [8] на бесконечном горизон-
те возникают в моделях экономического роста [15] и в задачах стабилизации движения
как базовый элемент их анализа.

1. Динамика системы и функция цены

В статье изучается следующая нелинейная задача оптимального управления

ẋ(t) = f(x(t), u(t)), x(t0) = 0, (1)

где x ∈ Rn, u ∈ P ⊂ Rp (P — компактное множество). Функционал качества задается
соотношением

J(x(·), u(·)) =
+∞∫
t0

e−λτh(x(τ), u(τ))dτ, λ > 0, t0 > 0. (2)

Предполагается, что выполняются следующие условия.

1. Функции f и h непрерывны по совокупности переменных на Rn × P.

2. Условие Липшица по аргументу x : для любых x1, x2 ∈ Rn и для любого p

∥f(x1, p)− f(x2, p)∥ 6 L∥x1 − x2∥,

|h(x1, p)− h(x2, p)| 6 L∥x1 − x2∥, (3)

где L — константа Липшица.

3. Условие подлинейного роста по аргументу x : для любых x, p

∥f(x, p)∥ 6 κ(1 + ∥x∥), (4)

|h(x, p)| 6 κ(1 + ∥x∥), (5)

где κ — положительная константа.
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Введем переменную
ỹ = e−λτh(x(τ), u(τ)).

Определим функцию цены согласно И.Ц. Капуццо Дольчетта [12]. Пусть u(·) —
измеримое по Лебегу программное управление на конечном интервале времени [t0, T ].

Определим UT как множество управлений u(·) на интервале [t0, T ].

О п р е д е л е н и е 1. Функцией цены в задаче с конечным горизонтом для на-

чальной точки (t0, z0), где t0 ∈ (0, T ), z0 =

(
x0

ỹ0

)
, x0 ∈ Rn, ỹ0 ∈ R, называется

функция

wT (t0, z0) = sup
u(·)∈U

ỹ0 +

T∫
t0

e−λτh(x(τ), u(τ)) dτ

 ,

где x(·) удовлетворяет динамике (1) на интервале [t0, T ], x(t0) = x0.

В дополнение мы определим функцию цены в задаче с бесконечным горизонтом.
Обозначим символом U множество всех измеримых по Лебегу программных управле-
ний u(·) на бесконечном интервале [t0,+∞).

О п р е д е л е н и е 2. Функцией цены в задаче с бесконечным горизонтом для на-

чальной точки (t0, z0), где t0 ∈ (0, T ), z0 =

(
x0

ỹ0

)
, x0 ∈ Rn, ỹ0 ∈ R, называется

функция

w(t0, z0) = sup
u(·)∈U

lim
T→+∞

(
ỹ0 +

T∫
t0

e−λτh(x(τ), u(τ)) dτ

)
, (6)

где x(·) удовлетворяет динамике (1) на интервале [t0,+∞), x(t0) = x0.

Отметим, что

wT (t0, z0) = − inf
u(·)∈U

(
−ỹ0 −

T∫
t0

e−λτh(x(τ), u(τ)) dτ

)
=

= − ỹ0 − inf
u(·)∈U

(
T∫
t0

e−λτ (−h(x(τ), u(τ))) dτ

)
.

Если мы определим функцию g(x, u) = −h(x, u), y = −ỹ, x ∈ Rn, u ∈ P, тогда мы
сможем записать

wT (t0, z0) = − ỹ0 − inf
u(·)∈U

lim
T→+∞

(
T∫
t0

e−λτg(x(τ), u(τ)) dτ

)
= −ωT (t0, z0)

и рассматривать функцию ωT (t0, z0) как функцию цены. Функция h удовлетворяет
условиям (3) и (5), и следующие соотношения эквивалентны

y = −ỹ = −e−λτh(x(τ), u(τ)) = e−λτg(x(τ), u(τ))
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для переменной y.

Введем для функции w(t0, z0) ее аналог

w(t0, z0) = − inf
u(·)∈U

lim
T→+∞

(
−ỹ0 −

T∫
t0

e−λτh(x(τ), u(τ)) dτ

)
=

= − y0 − inf
u(·)∈U

lim
T→+∞

(
T∫
t0

e−λτ (−h(x(τ), u(τ))) dτ

)
= −ω(t0, z0).

Наша задача — проанализировать свойства функции ω(t0, z0).

2. Условия стабильности для функции цены

Введем некоторые обозначения и определения. Пусть t ∈ [0,+∞), u ∈ P, z =

(x, y) ∈ Rm × R, S = {s ∈ Rm : ∥s∥ = 1}. Положим

F1(t, x) = co{(f(x, u), e−λtg(x, u)) : u ∈ P},

F2(t, x, u) = (f(x, u), e−λtg(x, u)).

Здесь символом co{x : x ∈ X} обозначена выпуклая оболочка X. Определим гамиль-
тониан задачи оптимального управления соотношением

H(x, s) =
1

λ
min
u∈P

(⟨s, f(x, u)⟩+ g(x, u)).

Обозначим символом Z1(t, z) множество абсолютно непрерывных функций z(·), отоб-
ражающих интервал [t,+∞) в Rm+1 и удовлетворяющих почти всюду дифференци-
альному включению

ż(τ) ∈ F1(τ, x(τ)),

с начальным условием z(t) = z0, где τ ∈ [t,+∞]. Обозначим символом Z2(t, z, u)

множество абсолютно непрерывных функций z(·), отображающих интервал [t,+∞)

в Rm+1 и удовлетворяющих почти всюду дифференциальному включению

ż(τ) = F2(τ, x(τ), u), u ∈ P,

с начальным условием z(t) = z0, где τ ∈ [t,+∞].

Будем следовать терминологии монографии Н.Н. Красовского [2], где движения
из множеств Z1(t, z), Z2(t, z, u) называются обобщенными движениями. Обобщенные
движения удовлетворяют следующему условию.

Лемма 1. Пусть t0∈ [0,+∞), z0=(x0, y0) ∈ Rn ×R, и движение z(t)=(x(t), y(t)),

где y(t) = e−λtg(x(t), u(t)), лежат в множестве Z1(0, (x0, 0)). Тогда движение
z∗(t) = (x(t − t0), e

−λt0y(t − t0) + y0) тоже лежит в множестве Z1(0, (x0, 0)), здесь
t ∈ [t0,+∞).
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Теорема 1. Пусть λ > κ, тогда справедлива следующая оценка

|ω(t0, z0)| 6 A+B∥x0∥ (7)

для функции цены задачи оптимального управления на бесконечном горизонте. Здесь

A = |y0|+
κ
λ
e−λt0 , B =

1

λ− κ
e−λt0 , z0 =

(
x0

y0

)
.

В статье [9] доказано, что функция цены ω(t, z) представима в виде

ω(t, z) = y + e−λtω(0, x, 0).

Будем в дальнейшем рассматривать функцию v(x) = ω(0, (x, 0)) и называть ее стаци-
онарной функцией цены.

Теорема 2. Пусть λ > κ, тогда функция φ : Rm → R является функцией це-
ны задачи оптимального управления (1) (2), тогда и только тогда, когда следующие
условия верны:

1. функция φ непрерывна и ограничена

|φ(x)| 6 A+B∥x∥;

2. движения z(t)=(x(t), y(t)) из множества Z1(0, (x, 0)), где y(t)=e−λtg(x(t), u(t)),

удовлетворяют неравенству

e−λtφ(x(t)) + y(t) 6 φ(x) (8)

для всех t ∈ [0,+∞), x ∈ Rn;

3. движения z(t)=(x(t), y(t)), y(t) = e−λtg(x(t), u(t)), из множества Z2(0, (x, 0), u),

удовлетворяют неравенству

e−λtφ(x(t)) + y(t) > φ(x) (9)

для всех t ∈ [0,+∞), x ∈ Rn.

3. Функция цены как минимаксное решение уравнения Гамильтона–Якоби

В этом разделе мы рассмотрим уравнение Гамильтона–Якоби

−φ+
1

λ
min
u

(⟨∇φ, f(x, u)⟩+ g(x, u)) = 0. (10)

Введём некоторые обозначения и определения.

S = {s ∈ Rn : ∥s∥ = 1},

A(x) = {f ∈ Rn : ∥f∥ 6
√
2κ(1 + ∥x∥)},

Au(x, q) = {f ∈ A(x) : ⟨f, q⟩ > H(x, q)}
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Al(x, p) = {f ∈ A(x) : ⟨f, p⟩ 6 H(x, p)},

где q, p ∈ Rn. Мы предполагаем, что условие λ > κ выполняется. Обозначим симво-
лом Xu(x, q) (Xl(x, p) множество абсолютно непрерывных функций, удовлетворяющих
дифференциальному включению для почти всех t

ẋ(t) ∈ Au(x, q) (ẋ(t) ∈ Al(x, p)) .

Верхнее решение уравнения (10) определяется как полунепрерывная снизу
функция φ : R×Rn → R, для которой существует функция zu = (xu(·), yu(·)) ∈ Xu(x, q),

удовлетворяющая условию (11) для всех x ∈ Rn, τ > 0, q ∈ S

e−τφ(xu(τ)) + yu(τ) 6 φ(x). (11)

Нижнее решение уравнения (10) определяется как полунепрерывная сверху функ-
ция φ : R × Rn → R, для которой существует функция zl = (xl(·), yl(·)) ∈ Xl(x, p),

удовлетворяющая условию (12) для всех x ∈ Rn, τ > 0, p ∈ S

e−τφ(xl(τ)) + yl(τ) > φ(x). (12)

Непрерывная функция φ : R×Rn → R, которая является верхним и нижним реше-
нием уравнения (10) одновременно, называется минимаксным решением уравнения.

Нижней (верхней) производной Дини по направлению d называется функция

∂−ω(x)|(d) = lim
ε→0

inf
(δ,d′)∈∆ε(x,d)

ω(x+ δd′)− ω(x)

δ(
∂+ω(x)|(d) = lim

ε→0
sup

(δ,d′)∈∆ε(x,d)

ω(x+ δd′)− ω(x)

δ

)
,

где ∆ε(x, d) = {(δ, d′) ∈ (0, ε)× Rn : ∥d− d′∥ 6 ε} .
Следующие два утверждения эквивалентны условиям стабильности (8), (9) [10].

Утверждение 1. Пусть φ —непрерывная функция. Тогда условия (8) и (9) экви-
валентны условиям (13), (14):

min
d=(d1,d2)∈Au(x,q)

{d2 + ∂−φ(x)|(d1)} − φ(x) 6 0, (13)

max
d=(d1,d2)∈Al(x,p)

{d2 + ∂+φ(x)|(d1)} − φ(x) > 0. (14)

Утверждение 2. Пусть φ — непрерывная функция. Тогда условия (13), (14) эк-
вивалентны условиям (15), (16):

sup
d∈R

{⟨s, d⟩ − ∂−φ(x)|(d)} > −φ(x) +H(x, s), (15)

inf
d∈R

{⟨s, d⟩ − ∂+φ(x)|(d)} 6 −φ(x) +H(x, s). (16)
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Лемма 2. Любое нижнее решение уравнения (10), удовлетворяющее условиям под-
линейного роста (4), (5), не превосходит любого верхнего решения:

φu(x) > φl(x).

Теорема 3. Пусть минимаксное решение уравнения (10) удовлетворяет условию
подлинейного роста (7). Тогда это решение единственно.

Используя результаты теории минимаксных решений [3], можно доказать следующее
утверждение.

Теорема 4. Стационарная функция цены v задачи (1), (2) является минимакс-
ным решением уравнения (10)

−φ+
1

λ
min
u

(⟨∇φ, f(x, u)⟩+ g(x, u)) = 0,

когда удовлетворяет условию подлинейного роста (7).

П р и м е р 1. Пример построения функции цены. Рассмотрим нелинейную дина-
мическую систему

ẋ(τ)

x(τ)
= f(τ)− g(τ)

u(τ)

x(τ)
, x(t0) = x0. (17)

Эта модель включает производство x = x(τ), темп роста производства ẋ
x
, уровень

технологий u = u(τ) и функции f(τ) и g(τ), которые зависят от производственных
факторов: труда, капитала, материалов и энергии. Функция g(τ) = p(τ) − q(τ) опи-
сывает сетевой эффект инвестиций в новые технологии как разность между текущими
инвестициями p(τ) и краткосрочной отдачей от инвестиций q(τ). Мы будем рассмат-
ривать уравнение (17) как уравнение баланса расходуемых ресурсов между уровнем
производства ẋ

x
и интенсивностью инвестиций u̇

x
. Отрицательный знак (−g(τ) ) сетево-

го эффекта инвестиций означает, что в краткосрочной перспективе эффект инвестиций
p(τ) может превышать краткосрочную отдачу q(τ) от инвестиций. Уровень инвестиций
u является управляющим параметром.

Введём функционал качества, представленный интегралом с дисконтирующим мно-
жителем λ

U =

+∞∫
t0

e−λ(τ−t0) lnD(τ) dτ. (18)

Здесь lnD(τ) = (ln x(τ)+A lnu(τ)), A = (1−α)/α. Индекс потребления D(τ) включает
в себя уровень производимой продукции lnx(τ) и отдачу от инвестиций в долгосрочной
перспективе lnu(τ). Параметр α устанавливает значение коэффициента эластичности
( 0 < α < 1 ). Здесь t0 — начальный момент времени и τ — текущий момент времени.

Структура функционала качества (18) означает, что инвесторов интересует как рост
индекса производства lnx, так и рост индекса новых инновационных продуктов A lnu
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в долгосрочной перспективе, который обеспечивается уровнем инвестиций в новые тех-
нологии u.

Задача состоит в нахождении такой инвестиционной стратегии u0(τ) и соответ-
ствующей оптимальной траектории роста производства x0(τ), которые удовлетворяют
динамике (17) и максимизируют функционал качества (18).

Применяя принцип максимума Понтрягина к задаче управления (17), (18) и
предполагая, что функция f(τ) является неубывающей и удовлетворяющей условию
f(τ) − (1 − α)λ ≥ 0, мы получим оптимальное решение с экспоненциально растущим
производством x

x(τ) = x0e
Q(τ), x0 = x(t0),

где

Q(τ) =

∫ τ

t0

(f(s)− (1− α)λ)ds.

Кроме того, выводится соотношение для оптимальной стратегии инвестиций u = u0 по
принципу обратной связи как функции текущего состояния производства x

u(τ) =
(1− α)λ

g(τ)
x(τ).

Это уравнение означает, что оптимальные инвестиции в новые технологии u увеличи-
ваются пропорционально росту производства x с коэффициентом пропорциональности
(1− α)λ/g(τ). Для интенсивности развития u/x мы имеем следующую формулу

u(τ)

x(τ)
=

(1− α)λ

g(τ)
,

которая описывает зависимость оптимальной интенсивности исследований от парамет-
ра эластичности α, дисконтирующего параметра λ и предельной производительности
технологий ( g(τ) ). Отметим, что когда стоимость p(τ) для поддержания накоплен-
ных инвестиций в новые технологии высока, интенсивность исследований u/x низка.
С другой стороны, увеличение уровня отдачи от инвестиций q(τ) приводит к росту ин-
тенсивности исследований u/x. Предполагая, что положительнозначная функция g(τ)

не убывает в течение времени τ, мы получим свойство роста интенсивности развития
u/x.

Наконец, мы рассмотрим функцию цены (t, y) → φ(t, y), которая определяет опти-
мальный результат φ функционала качества (18) вдоль оптимального процесса (x0(τ),

u0(τ)) с динамикой (17) и начальной позицией (t, y), t = t0, y = x0.

Посчитаем функцию цены в нашем примере как минимаксное решение уравнения
Гамильтона–Якоби

∂φ(t, y)

∂t
+

∂φ(t, y)

∂y
f(t)y + e−λt ln y +max

u

{
− ∂φ(t, y)

∂y
g(t)u+ e−λtA lnu

}
= 0. (19)

Используя метод неопределенных коэффициентов, для уравнения в частных произ-
водных типа Гамильтона–Якоби (19), мы получим аналитическую формулу для мини-
максного решения, которое совпадает с функцией цены

φ(t, y) = e−λt
(
µ(y) + ν(t)

)
, (20)
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Рис. 1: Функция цены для f(τ) = e−τ , g(τ) = 1/(1 + 0.5e−τ+5), α = 0.5, λ = 0.1

µ(y) =
(A+ 1)

λ
ln y, ν(t) = −

∫ +∞

t

e−λ(τ−t)h(τ)dτ. (21)

Здесь

h(τ) = A ln g(τ)− A+1
λ

f(τ)− A(ln(1− α)− lnλ− 1). (22)

В частности, если h — константа, h(τ) ≡ h, то ν также константа, определяемая
формулой ν = −h/λ.

Для примера, посчитаем функцию цены, когда f(τ) = e−τ , g(τ) = 1/(1 + 0.5e−τ+5),

α = 0.5, λ = 0.1. Функции h(τ), µ(y), ν(t) (21, 22) определены в этом случае

h(τ) = ln

(
1

1 + 0.5e−τ+5

)
− 4

3
e−τ − 2.099, µ(y) =

4

3
ln(y), ν(t) = −

∫ +∞

t

e−λ(τ−t)h(τ)dτ.

График функции цены представлен на рис. 1.
Отметим, что в рассматриваемой модели оптимальный результат обладает свой-

ством разложения. А именно, первое слагаемое µ зависит только от дисконтирующего
параметра λ, параметра эластичности α в функционале качества (18), и от начального
производства y, и не зависит от особенностей функций f(τ) и g(τ) в динамической
системе (17). Второе слагаемое ν определяется главным образом динамикой (17), пред-
ставленной функцией h(τ) (22) и не зависит от начального уровня производства y.
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Abstract. Asymptotic behavior of the value function is studied in an infinite
horizon optimal control problem with an unlimited integrand index discounted in
the objective functional. Optimal control problems of such type are related to
analysis of trends of trajectories in models of economic growth. Stability properties
of the value function are expressed in the infinitesimal form. Such representation
implies that the value function coincides with the generalized minimax solution of
the Hamilton–Jacobi equation. It is shown that that the boundary condition for the
value function is substituted by the property of the sublinear asymptotic behavior.
An example is given to illustrate construction of the value function as the generalized
minimax solution in economic growth models.
Keywords: optimal control; value function; stability properties; Hamilton–Jacobi
equations; asymptotics; economic growth
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